CapECL Devoir surveillé n°10 Probabilités (13/ 06 / 2024)

durée : 2h

Exercice 1 (20 points).
Pour tout entier k > 2, on considere la suite (Sk(n))n>2 définie par :

Sk(n) =Y i*
i=1

On note aussi, X;, X, ..., X, des variables aléatoires indépendantes suivantt la loi uniforme sur {1,....,n}.
"On pose Uy = Min(Xy, ..., Xi).
Dans la suite k désigne un entier fixé supérieur ou égal a 2.

1. Rappeler les valeurs de S;(n) et Sz(n) pour tout entier n > 2.

_ (n+1)(n—1)-

2. Donner E(X;). Montrer que V(X1) 12

n

I;c(jl)) lorsque n tend vers +oo, en fonction de
n

3. Déterminer a I’aide d’une somme de Riemann, la limite de la suite (
I'entier fixé k.

4. Soit X une variable aléatoire & valeurs dans {1, ...,n}.

(a) Soit i € N*. Exprimer P(X = i) en fonction de P(X > i) et P(X >4+ 1).
(b) En déduire que :

(c) Montrer également que I'on a :

- L om—itly
5. (a) Soit ¢ € {1, ...,n}. Justifier que PU, =1) = (_—n—) .
Sk(n)
(b) Déduire des questions précédents que E(Ux) = 5 -

(c) Donner un équivalent de E(Uy) lorsque n tend vers Iinfini.

2n+1

2
6. Démontrer que E(U?) = Sk(n) — n—kskﬂ(n)'

2
7. En déduire que V(Ux) ~ = (—k:—mn :
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Exercice 2 (20 points).,
Un joueur lance 100 fois de suite une piéce de monnaie donnant pile avec probabilité p, avec p €)0, 1[.

Pour N € {2,...,100} , on note Xy la variable aléatoire éale au nombre de fois , au cours des N premiers lancers, que deux
résultats consécutifs ont été différents.

Autrement dit, Xy est égal au nombre de "changements' au cours des N premiers lancers.
Par-exemple, si les 9 premiers lancers sont les suivants :

PPFPFFFPP
AlOI‘SX2=0, X3=1, X4=2, X5=3, X6=3, X7=3X8V=4‘, X9=4.
1. Justifier que pour tout N € {2,...,100}, Xn est & valeurs dans {0..., N — 1}.

On pose, pour tout k € {1,...,100} :
' Ay, ="on obtient Pile au k-iéme lancer".

Dans les questions 3) et 4) , on se servira de ces événements.
2. Les événements Ay sont évidemment indépendants. Dire ce que cela signifie d’apres le cours.

3. Montrer que X suit la loi de Bernoulli de parametre 2p(1 — p).
" Quelle est son espérance? -

4. Déterminer la loi de X3.

5. Soit N € {2,...,100}. Montrer que P(Xy=0)= PN+ (11— V.
6. Pour tout k € {3,...,100}, on définit la variable aléatoire Y par :
Y, = Xp — Xk-1-
On pose également Yz = Xs.
(a) Justifier sans calcul que , pour tout k € {2,...100}, Yy suit la méme loi que Xo.

(b) Soit N € {2,.., 100}.Exprimer Xn a Paide des Yi. En déduire E(XN)- /

7. (a) Soit k € {3, ...99}. Calculer P((Yi = 1) N (Y1 = 1))
En déduire que , si p #* 3 alors Y et Yi41 ne sont pas indépendantes.

(b) On admet que sip= % , alors toutes les variables Yy sont indépendantes.
Soit N € {2, .- 100}. Déterminer sans calculs la loi de Xn-



