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Exercice 1 : Soient E un R espace vectoriel non nul de dimension finie n, u € L(E)
1. On suppose que pour tout z € F, u(w) et z sont colinéaires.

(a) Soient z,z’ € E\ {0} et a,b deux réels distincts tels que u(z) = az, u(z’) = bz’. Démontrer que (z,z') est une
famille libre de E.
(b) Démontrer (par 'absurde) que u est une homothétie (c’est-a-dire égal & A\Id pour un certain X € R)

2. Supposons que u commute avec tout endomorphisme de E. Soient x € E, p, la projection sur Vectg(z) parallélement
3 un supplémentaire de Vectr(z). Démontrer que u(pg(z)) € Vectr(z) et en déduire que u est une homothétie.

3. Soit M € M,(R) (avec n € N*) telle que T'r(M) = 0.

(a) Démontrer que M est semblable & une matrice de la forme (g g) avec @E Mrn_11(R), ﬁe M n-1(R),

C € M,_1(R) (on pourra différencier les cas selon si M représente une homothétie ou non).
(b) En déduire que M est semblable & une matrice de diagonale nulle.

Exercice 2 : Soient E un K-espace vectoriel, f € L(E) et A1, ..\, des scalaires deux & deux distincts avec n > 2.
Démontrer que la somme des Ker(f — \;Id) pour i € [|1,n|] est directe.

Exercice 3 : Le but de cet exercice est de déterminer la suite (un)nen telle que
pour tout n € N, upy3 = 6upyo — 1lupyg +6uy et up =0,u3 = L,ug =5

Dans cet ezercice, toutes les récurrences ”évidentes” pourront ne pas étre rédigées.
un -
1. Pour tout n € N, on note X, = | upy1 |, déterminer A € M3 3(R) telle que Xpq1 = AX,,.
Up+2
2. Déterminer e; € R3 tel que Ae; = ey.

100
3. On suppose que A est semblablea D=| 0 a 0 | avec a,b € R.
0 0 b

(a) Démontrer que deux matrices semblables ont méme trace.

(b) Quelle autre application de M, (R) — R est égale pour des matrices semblables ?
(c) En déduire les valeurs de a et b.

(d) Déterminer l'expression de D™ pour tout n € N.

100
4. Vérifier que A est bien semblabled [ 0 2 0
0 0 3

5. En déduire qu'il existe «, 8,y € R tels que pour tout n € N,u,, = a + 42" + v3"™.



