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Exercice 1 : Soit (un)nen~ la suite de fonctions définie par : pour tous z € R,n € N*, u,(z) = P B
z2 +n’7w

1. (a) Montrer que Y _ up converge simplement sur R. On note U sa somme.

(b) Montrer que pour tout a € R,  u, converge normalement sur [—a,a]. Converge-t-elle normalement
sur R?

(c) Montrer que U est continue sur R.

2. (a) Soit n € N*, déterminer la primitive de u, qui s’annule en 0.
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(b) Soit (vp)nen= la suite de fonctions définies par : pour tous n € N*,z € R,v,(z) = In(1 + ).
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Démontrer que ) v, converge simplement sur R. On note V sa somme.

(c) Montrer que V est la primitive de U qui s’annule en 0.
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W) Montrer que (py)

n

3. Soit (pp)nen+ définie par : pour tout z € R et pour tout n € N*,p,(z) = H(l +

k=1
converge simplement sur R vers une fonction que I'on exprimera a l'aide de V' .
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Exercice 2 : Déterminer lim tan™(z)dz.
n—+oco 0

Exercice 3 : Soit (fn)nen une suite de fonctions définies et continues sur [a,b] (avec a,b € R, a < b) qui converge
simplement vers la fonction nulle. On suppose que pour tout z € [a, b], (fn(z))nen est décroissante.

1. Justifier que pour tout n € N, il existe z, € [a,b] tel que || fnllco,[a,t] = frn(Zn)-
2. Démontrer que (|| fnlloo,[a,5) €St décroissante.

3. Démontrer que (f,) converge uniformément sur [a, ].

Exercice 4 :
1. Soit > a,z™ une série entiére, donner la définition de son rayon de convergence.
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2. Soit (a,) € (R*)Y. On note R et R’ les rayons de convergences respectifs de ) a,2™ et ) —2".
Qn

Démontrer que RR' < 1 (On pourra démontrer que pour tout z € C* si |z| < R alors |z| < ﬁ)

3. Soit 3 a,2™ une série entidre de rayon de convergence R. Déterminer le rayon de convergence de ) G2



