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Dans tout le sujet on admettra le théoreme de Bolzano-Weierstrass : Si E est un espace vectoriel de dimension
finie, toute suite bornée de E admet une sous-suite convergente.

Exercice 1 : Soit E un R- espace vectoriel et N : E — RT vérifiant :
e Ve E,N(z)=0& 2 =0g
e Vz € E,VA e R,N(\z) = |A.N(z)
On note B = {z € E,N(z) <1} e
1. Montrer que si N est une norme alors B est convexe. D }5

2. On suppose que B est convexe.
N(z) x N(y) y

D+ O ¥e T FeE e Fe =S O

(a) Montrer que pour tous z,y € E\ {Og}, N

(b) En déduire que N est une norme. 4

Exercice 2 : Soient p; et po les applications coordonnées de R?, c’est-d-dire p; <:1) = z; pour 7 € {1,2}
9
1. Soit O un ouvert de R2, montrer que p1(O) et p2(O) sont des ouverts de R. “~

2. Soit H = {(:) €ER?,zy = 1}. Montrer que H est un fermé de R? et que p1(H) et p2(H) ne sont pas des

fermés de R.

3. Montrer que si F est un fermé de R? et que p2(F) est une partie bornée alors p; (F') est fermée. A3
Exercice 3 : Soit A un sous-ensemble de R. Pour tout P € R[X], on note ||P||4 = sup|P(z)|
Partie 1/ e
1. Montrer que si A est infini et borné alors ||.||a est bien définie et est une norme sur R[X]. <
2. Montrer que si A n’est pas infini ou n’est pas borné alors ||.||4 n’est pas une norme sur R[X]. -7 <
On supposera dans le reste de ’exercice que A est infini et borné.
3. Démontrer que pour tout € € R et a € 4, |P(a)| < e+ [|Plla. A
4. Montrer que pour tout P € R[X], ||P|la = || P|5 A
5. Démontrer que A est aussi borné. A
6. En déduire que pour tout P € R[X], ||P|ja = méa%qP(m)i. A
z
- Partie 2
Dans cette partie, on munit R[X] de la norme |.|| 4 et pour tout z € R, on pose 4, : R[X] = R, P — P(x)
1. Montrer que si z € A alors d, est continue sur R[X]. 1
2. Dans cette question, on suppose que = ¢ A ALK
(a) Démontrer qu'il existe r, M € R tels que pour tout a € A,r < |z —a| <M -y
(b) On pose pour tout n € N,z € R, P,(2) = (1 — (%)2)" Montrer que (P,) converge vers 0 pour |.||4. =1

(c) En déduire que d; n’est pas continue. .4



